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カオス動学と経済動態分析
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はじめに
　マクロ経済やミクロ経済の動態分析のための伝統的な動学モデル，例
えば，Samuelson（1939）やHicks（1950）の乗数一加速度原理による，
あるいはKalecki（1937）やKaldor（1940）の乗数一利潤原理による景気
循環モデル，Goodwin（1951）の非線型加速度因子モデル，また蜘蛛の
巣理論による価格変動モデルでは，分析対象の変数の時間的動向は，均
衡への単調な収束，循環的収束，永続的循環，あるいは発散（循環的も
しくは一方的な）となりうることが明らかにされた。あるいはまた，
Solow（1956）に始まる一連の新古典派マクロ成長モデルでは，均衡成長
経路の安定性とそれへの単調な収束が解明された。しかしながら現実の
経済動態はこれらの結果と必ずしも一致するとは限らず，経済諸指標の
時間経路は以前と似通ってはいるとしても，けっして同じパターンを繰
り返すことなく，不規則で予測困難なものとなる。
　そのような経済変動の分析モデルとして，古典的なFrisch（1933）の
外生的な不規則的衝撃による景気循環モデルがある。近年，Lucasや
Sargentらの合理的期待理論派の景気循環モデルでも，本来安定的で均
衡経路に収束しうる体系に外部からの不規則的衝撃が加えられるため
に，現実にみられるような変動が起こりうることが示された。しかしこ
のように外生的な不規則的衝撃に依存することなく，確定的ないし決定
論的（deterministic）な動学モデルによっても，現実の変動形態に類似
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した変数の時間経路を描き出しうることが，「カオス動学（chaoti（
dynamics）」を応用することによって明らかにされるに至った。（現実¢
前述のような動向は，経済現象に限らず，人口やその他生物の増殖運動，
天候や気象の変化，流体の運動など，さまざまな現象に認められる。逝
年，そのような動向は総称して，「カオス（chaos）」と呼ばれるようにな
った。）
　カオス理論の発展は比較的新しい。1960年代の初めのコンピュータ¢
利用によるE．Lorenz，その他の人々による諸研究，70年代になってから
のR．Mayや，　T。　H　and　J．　Yorkeらの諸研究を経て，さまざまな分野
で相互にほぼ独立して進められてきた以前からの諸研究の成果が一挙に
集大成されるとともに，さらに多くの研究がなされつつある1）。経済学の
分野でのカオス動学の利用はさらに新しく，80年代になってからである
が，ここでもさまざまな領域での研究が進められている2）。
　カオス動学モデルの大きな特質は，確率項をもたない決定論的な同一
の非線型方程式体系によって，変数の多様な時間経路を描き出しうるこ
とである。すなわち，例えば前述の伝統的景気循環モデルや蜘蛛の巣モ
デルによる変数のさまざまな変動パターンのすべてうさらにカオス的変
動も，同一の方程式体系のパラメータ（以下で考察するような最も簡単
な式の場合には，1個のパラメータ）の値の差によって描き出しうるの
である。ミクロ分野およびマクロ分野での経済動態分析を進めるに当た
って，今後カオス動学の重要性はますます増大するであろう。以下の1
ではまず，筒単な非線型差分方程式のパラメータの値の差によって，さ
まざまな形の変動がいかにして起こりうるのかをカオス理論によって明
らかにし，ついでカオスが発生するための十分条件（Li－Yoreの定理）
について考察する。そしてIIでは，経済動態分析へのカオス動学の適用
の有用性を考えるために，これまでの代表的な経済動学モデルのいくつ
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かをカオス動学的に再構成して分析した諸公を取り上げて考察する。
　注
　1）　その事情については，小野（1994），付録，pp．59－64参照。
　2）文献については，例えば，Day（1983），　P．201；Day　and　Shafer（1985），　P・
　　340；Benhabib（ed．）（1992）；Medio（1992）；Lorenz（1993）；Creedy　and　Martin
　　（eds．）（1994）など参照。
1　カオス動学序説　周期分岐はカオスへの道
　カオス現象を生み出しうる動学方程式としては，微分方程式について
も差分方程式についてもさまざまな形式のものがある（詳しくは，Tu
（1994），pp．197－200，209－11参照）。微分方程式モデルでは少なくとも3階
のものでなければならず，しかも簡単な非線型定差方程式の場合よりず
っと面倒な手続きが必要である（Day（1983），p．210）。そこでカオス理論
へのほとんどすべての序論では，最も簡単な形式の非線型差分方程式
　　（＊1）yご．、＝鰍（1一夕，）；ω＞0
が用いられている（Medio（1992），　p．153）。なお一般的には，1期間のラ
グを伴う簡単な決定論的非線型差分方程式，
　　（＊1）’ツ歪＋1＝！（y‘）
が用いられることもあるが，ここでは断りのない限り（＊1）について
考察していくことにする。
　1　均衡点と軌道
　（＊1）はy亡＋1がッ‘の2次関数であることを示しているから，ッごを横軸に
y‘＋、を縦軸に測り，非負領域のみを考えれば（後に明かになるように負領
域の第の均衡点は不安定となるから），原点軌＝0，夕‘＋1＝0）から出て
横軸上の点（ニソォ＝1，夕ご＋1＝0）に至る上方に凸（一山型）の放物線とな
る（図1～図4参照）。時間とともに変化するy¢に対応して，次期の夕亡．、は
この曲線上で決定される。曲線上の点はその運動状態を示すから「状態
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点」といわれ，このようなグラフは「位相図もしくは相図（phase　dia・
gram）」といわれる。
　この曲線は，原点を通る45回線（yf＋1＝聾を示す）と原点の1点で，あ
るいは原点と他の点との2点で交わるが，それらの交点が均衡点にほか
ならない。すなわち，そこでは夕，＋、＝y汗y．（均衡値）が成立している。
yfが最初から均衡点に存在すればy’は変化しない。そこで均衡点は「不
動点（fixed　point）」あるいは「定常点（stationary　point）」ともいわれ
る。いま，均衡点以外の横座標y。から出発するものとすると，次期の夕1は
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それに対する曲線上の点の縦座標である。これを横軸に移すには，その
点から引いた水平線と45度線の交点の横座標をとればよい。この防から
同様にしてy2を求め，…　と夕fの時間経路（軌道）を辿ることができる。
　次に，均衡点の安定性を考えよう。定常点から少し離れた点から出発
して，しだいにその定常点に近づいていくならば，その定常点は安定で
ある（図1の原点，図2の点E）。図2におけるッごの時間経路は（特に（a）
の右側の図にみられるように），S字を横に引き延ばしたような形状をし
ているが，これは「ロジスティック（10gistic）曲線」と呼ばれ，その式
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（＊1）は「ロジスティック方程式」と呼ばれている。この場合，定常点
はその近傍のすべての軌道を引きつけるという意味で，「アトラクター
（attractor）」といわれる。アトラクターは必ずしも点であるとは限らな
い。たとえば四辺形の軌道があって，その内側および外側のどこから出
発しても，極限的にその軌道上を運行することになりうるならば，この
軌道はアトラクターであり，安定である（図3（a）の四辺形ABCD）。この
ような軌道は「極限循環（limit　cycle）」あるいは「極限周軌道」といわ
れる。（これは1920年代にファン・デル・ポール（B．van　der　Pol）によ
って，非線型運動方程式により解明されたが，その後，経済理論の分野
でも景気循環のモデル分析に応用されている。これについては，
Goodwin（1990），Chap．10，および訳注を参照。）
　これとは逆に定常点からしだいに遠ざかっていくならば，その点は不
安定である（図2～図4の原点，図3と図4の点E）。この場合の定常点
はその近傍のすべての軌道を跳ね返すという意味で，「リペラー（repel－
lor）」といわれる。また，アトラクターとりペラーの性質を半分ずつ有す
る定常点あるいは極限周軌道もありうる。それからある方向に少し離れ
た点から出発するとそれに引きつけられるが，別の方向に離れた点から
では跳ね返されて近づけないような定常点（図1の曲線が原点で45．線に
接している場合の原点）あるいは極限周軌道がそれである。
　以上の図から，定常点が安定か不安定かは，その点におけるッピ＋1曲線の
勾配の絶対値に依存していることが分かるであろう。すなわち，その勾
配の絶対値が1より小であればその均衡点は安定であるが，1を上回る
と不安定になる。ところで，この曲線の形状はパラメータωの値のみに依
存しているから，均衡点が安定か不安定かは，そしてまた銭の軌道も，ω
の値に依存することが分かるであろう（y‘の軌道がけっして同じパター
ンを繰り返すことのないカオス状態になる場合（図4（b）参照）には，軌
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道はy亡の初期値にも依存する）。次にこの問題を考えよう。
　2　パラメータωと均衡の安定性
　曲線y用は，非負領域のみを考えれば，原点（y2＝0，夕‘＋1＝0）から
出て横軸上の点（y己＝1，ッ酎＝0）に至る一山型の曲線であるが，その
形状はパラメータωの値のみに依存する（図5参照）。曲線の勾配は，
　　（＊2）4y直＋1／の，＝ω一20ツ，
となるから，頂点の座標は，
　　（＊3）　ゆy‘＝1／2，零ッ¢＋1＝ω／4
となる。この横座標は一定であるから，頂点はωの増加とともに垂直に上
昇する。しかし（＊1）から分かるように，y亡のとりうる最高値は1であ
るからッ個も同様に1を越えることはない。したがってω／4≦1，すなわ
?
　　（＊4）　0＜ω≦4
である。したがって曲線八y♪は区間［0，1］上に存在し，0≦ノ軌）≦
1となる（すなわち曲線はすべて図5の正方形の中に存在する）。
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　ここでy。；ッf＋1＝ッ‘とおくことにより，均衡値，
　　（＊5）ッθ1＝0　およびye2ニ1－1／ω
が得られる。また，それぞれの均衡点における曲線の勾配は，（＊2）に
よりy，の値に応じて，
　　（＊6）銭＝y¢1＝0の場合，ω
あるいは
　　（＊7）　yFyθ2＝1－1／ωの場合，2一ω
、となる。ω≦1であれば均衡点（非負領域の）は原点のみとなる（図1）
が，ωの上昇につれて原点における勾配は上昇する（図5参照）。ωが1
を越えるとプラスの均衡点が現れ，勘の値はωの上昇につれて増加す
る。また，そこでの勾配は初めは右上がりであるが，ωの上昇とともに低
下していき，ω＝2のとき水平（頂点が均衡点）になる。さらにωが上昇
すると勾配は右下がりになって傾斜は急になっていく。
　さて，定常点の安定性の問題であるが，原点の定常点については，（＊
6）より，ω≦1であれば安定（図1），ω＞1であれば不安定（図2～図
4）である。また，原点と異なる定常点Eについては，（＊7）より，一
1〈2一ω〈1，すなわち1〈ωく3であれば安定である（図2の（a）と
（b））。しかし1＜2一ω，すなわちω＜1であるか（この場合の原点と異な
る定常点は図1のように負領域に存在する），あるいは2一ω＜一1，すな
わち3＜ωとなると不安定である（図3と図4）。（ω＝3の場合は均衡点
の近傍での中立的循環となる。Goodwin（1990），訳書（1992），p．18参照。）
1＝2一ω，すなわちω＝1の場合には，曲線は原点において45度線に接し，
定常点は原点のみになる。そこで負領域ではりペラー，正領域ではアト
ラクターである。
　さて，原点と異なる安定な定常点は負領域には存在しないことが分か
ったから，正領域の定常点Eとyfの軌道についてさらに考察することに
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　47
しよう。
　3　パラメータωの上昇と定常値および循環山国：分岐図
　ωが大きくなるにつれて，定常点Eは45．線上を右上方に移動し，均衡
値y。は増大する（図5参照）。ω＜3のもとでは，所定のωに対応するy。は
1個で安々であり，最終的にはこのy。が毎期達成されるから1期間の循
環（1周期循環）になる（図2）。ωが3を越えるとそれまでの定常点は不
安定になると同時に，2個の定常点が現れてそれらの間を往復する安定
な2期間循環が生起する（図3（a））。ω（＜3．4495）の増加につれて，2個
の定常値の大なる方は増大し小なる方は減少して，循環の振幅は拡大す
る。ωが3．4495を越えると2期間循環は不安定にな’ると同時に，4個の定
常点の間を循環する安定な4期間循環が現れる（図3（b））。さらにω（く3．
5700）が上昇して4期間循環が不安定になる値（ほぼ3．54）に達すると，
安定な8期間循環が生起する。以下同様にして，ωの上昇につれて2肘期
間循環は不安定になると同時に2〃循環が現れて，…　　と続いていく。
　ωの上昇につれて，安定なそれぞれの定常点y。が2個つづに分岐して
変化していく状況を，コンピュータに描かせたグラフが図6である。上
述のように，ωの増加につれて，初あは1個であるy．（その値は増大して
いく）はやがて2個に分岐し，さらにそれぞれ2個つづに分岐して4個
になり，そしてまた…　　と分岐していくことが分かる。そこでこのよ
うな図は「分岐図（bifurcation　diagram）」と呼ばれる。　Medio（1992，
p．168，Fig，9．6）によって描かれた図は，さらにその後の事情も分かり易
く示している（図7）。なお，安定な定常点が分岐して不安定となった元
の定常点もなお存在してはいるが，分岐図には描かれていない。
　さて，ωが3．5700を越えると不動点の個数は無限になり，偶数期間の循
環が無数に存在する「カオス領域（region　of　chaos）」に突入する。一
定のωのもとで生起するyfの時間経路はけっして同じパターンを繰り返
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さず，またそれぞれ異なる軌道を生み出すッρ初期値は無数に存在する。
したがって，同一のωのもとで生み出される軌道も，銭の初期値の僅かな
差に対して極めて敏感に反応して変化する。
　ωが3．6786になると，無数の偶数期間循環の併存するカオスの中に，最
初の大きな奇数期間の循環が現れる。ωの増加につれて奇数循環の周期
は減少（逆分岐）していき，ω＝3．8284において「窓（window）」が開く
（窓について詳しくは，長島・馬場（1992），pp．61－2参照）。そして遂に安
定した3期間循環が現れる（分岐図および図4（a）参照）。しばらくはωが増
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加してもその状態が続くが，やがてウインドウ内で分岐が進み，奇数期
間の循環が順次生起していき，偶数・奇数のあらゆる期間の循環が併存
することになる。このことはまずSarkovskii（1964）によって発見され
たとされているが，その後Li＆Yorke（1975）によってカオス発生の
十分条件として定式化された（これについては後述）。
　以上のように，ωが3を越えて増加していくにつれて現れる，均衡点と
周期の分岐を経てカオス領域に入っていくことになる。カオスへの道を
辿る初めの段階では，2期間循環が2〃（η＝2．3，・・・期間循環へと倍周
期分岐を繰り返していくが，分岐2”を生起させるωの値とその次の分岐
2〃＋1を生起させるωの値とは，分岐の進行につれてますます接近してい
く。分岐2”とその前後の分岐（2”一1および2〃＋1）を生起させるωの値を，
それぞれω。，ω胴，ω鮒とし，
　　（＊8）　δ＝（oπ一ωη一ユ）／（ωπ＋1一ωη）
とすると，この比率びについて興味ある結果がFeigenba㎜（1978）によ
って示された。すなわち，ω。の値が大きくなるにつれて，δは一定値4．
669201609に近づくことが，放物線状のあらゆる非線形体系について普遍
的にみられることが示された。このことはその後，Lanford（1982）によ
って証明されたが，円周率πや自然対数の底θのように普遍的な定数であ
るこの数値は，「ファイゲンバウム数（Feigenba㎜number）」と呼ばれ
る（これについて，より詳しくは長島・馬場（1992），pp．51－4参照）。
　近似的にはδ＝4．6692として，これは任意のπについて成立するとされ
ている（Creedy＆Martin，　p．17）。これを利用すれば，ω。一1とω。が知ら
れている場合に，次の分岐を引き起こすω。＋1の値は（＊8）を利用して
求められる。
　4　パラメータωの上昇と周期分岐の分析
　パラメータωの上昇につれて，上述のような分岐がいかにして起こり，
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カオスの事態に至るのであろうか。まず，いかにして1つの安定な定常
点が不安定になり，2つの定常点が現れて安定な2期間循環が始まるの
かを明らかにすることから始めよう。2”（ηニ23，・）と続く倍周期分岐
はその類推から分かるであろう。ついで3期間循環の発生について明ら
かにし，カオスへの道を辿ることにしよう。
　さて，1個の安定均衡点（アトラクター）の場合にはッ配＝yf＝y。であ
るが，アトラクターが2期間循環の場合にはyf＝y‘＋2，　y，＋1＝yご＋3となる。
したがって2期間循環の発生を考えるためには，y‘＋2と銭の関係を考えね
ばならない。同様に3期間循環を考えるためには，夕柵とyfの関係を考え
ねばならない。y彦＋1はッごによって夕岨＝ノ’ωとして決定される。夕‘とア（夕‘）
の対応関係が関数であるが，！（夕‘）はy‘の「写像（map）」ともいわれる。
またy亡＋2はノ（yε＋、）として，夕酎はア（y亡）として決定されるから，夕柵は∫
（yρを2回反復する関係y醐＝八fω）として示され，これをノ2ωと
書き，∫を2回反復する写像という。同様にして，y柵＝∫3（y∂と表せ，
これは∫を3回反復する写像である。一般に夕‘とy棚の関数関係は，ノをη
（≧1）回反復する写像∫η（yρ＝ノ（プ〃一1ω）として定義される。
　では，ωの上昇と2周期分岐の関係の考察に進もう。（なお，以下に関
してはBaumol　and　Benhabib（1989），pp．87－93；Ahmad（1991），361－5参
照。）
（1）安定均衡点から2期間循環へ
　y粥と聾の関係をグラフ（位相図）に示すためには，縦軸にy裡を測ら
ねばならない。図8には，これまでの∫（y∂のグラフ上に重ねて∫2ω
のグラフが描かれている。これら2本の曲線の関係について，まず3点
が指摘される。
（i）2曲線とも横軸と同一の2点，yf＝oとッ‘＝1で交わる。y專をノ（ッ∂＝
0の根とすれば，∫（夕つ＝0であるから∫2（yつ＝∫（〆（夕つ）＝∫（0）＝0
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となるからである。
（ii）2曲線とも450線と同一の点Eで交わるから，∫（y£）と∫2（yf）の均衡
点Eは一致する。y，を∫の均衡点とするとノ（y。）＝ッ。であり，∫2（夕。）＝八プ
（夕8））＝ノ（夕。）＝yθとなるからである。
（iii）ノの均衡点Eにおける∫2の勾配は∫の勾配の2乗に等しく，ッ。ニyf＝
ッ銅において4（ノ2ω）／伽＝（げω／砺）2となる。左辺＝（伽＋2／
めP‘＋、）（め，云＋1／の∂であるが，yθ＝鈍＝yf＋1においてめ・‘＋1／め，‘＝の‘＋2／
め，f＋、＝げ軌）／め，fとなるからである。（なお，このことはy坦二アご＝0と
なる原点においても成立する。）
　以上の3点は，πを任意の整数とするノ”（ッ‘）についても成立する。2つ
の曲線の関係に関する次の点は，特に〆が（＊1）の一山型の曲線の場合
について成立する。
（iv）ノ（y¢）はy診の2次関数で1つの頂点を有するが，プ2（ッf）はッごの4次
関数で2つの頂点とそれらの間に1つの谷を有する（図8）。
　ωの増加につれて∫の頂点は上昇し，図にみられるようにノ2の頂点も上
昇するが，谷は深くなる。ωが十分に大きければア2は45．線と原点も含め
て4点で交わる（図の（b））。夕f＋2＝ノ2（yf）の均衡値をy‘＋2＝夕F勉とする
と，勉＝∫2（yε2）となり4個の勘が存在する。ωが十分に大きければこれ
らはすべて実根であるが，そうでなければ（図の（a）），∫2は450線と原点と
他の1点Eでしか交わらず，2個の掘は虚根となる。
　以上の予備的考察に基づいて，oの上昇につれてなぜ1つの安定な定
常点Eが不安定になり，2つの定常点字および易が現れて安定な2期間
循環が始まるのか，という当面の問題の解明に進むことができる。さて，
（＊1）の定常点E（45．線との交点）における勾配は（2－o）であるか
ら，上記（iii）によりノ2の勾配は（げ／砺）2＝（2一ω）2となる。
　2〈ω＜3の場合（図の（a）），均衡点Eは安定であり，そこでは0＜∫2の勾
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配く1である。ω＝3の場合には，点Eにおける∫の勾配＝一1，∫2の勾配＝
（一1）2＝1となる。
　そして3〈ωになると，点Eにおける∫の勾配〈一1となり均衡点は不安
定（リペラー）となる（図の（b））。そこでのノ2の勾配＝（2一ω）2＞1と
なり，その近傍で曲線〆2（yJは450線を下側からよぎることになる。し
たがって曲線∫2は，y置が0から増加していくにつれて上昇していくが，最
初の頂点に達してから下降し，点Eの左側の点Elにおいて45．線と交わっ
てから谷に達する。そして再び上昇して点Eを下側から通過してから，第
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2の頂点に至り，再び下降して点Eの右側の点島において45．線をよぎっ
て，横軸の1に達することになる。
　これから知られるように，均衡点Eにおける∫（夕ε）の勾配〈一1になら
しめるωの値（＞3）に達すると，均衡点Eは不安定になると同時に，！2
ωと45線との2つの新しい交点（瓦および島）が現れて，これらがこ
の場合の2つの安定均衡点になる。そして夕‘がこれらの2点の間を循環
する2期間循環が生起することになる。これが「分岐（bifurcation）」と
いわれる現象である。均衡野州および島におけるア2の勾配は負で，その
絶対値は1より小であるから，この循環はアトラクターである。最終的
な軌道はyの初期条件に依存せず，極限循環瓦A島Bになる。図3（a）には
このような2期間循環が描かれている。
　この循環の位置と規模（振幅）は，∫2（y‘）と45．線との2つの交点によ
って決定されるから，結局はωに依存する。θ＞3が3に極めて近い場合
には下瓦と易は近接しているが，ωが大きくなるにつれてそれらは離れ
ていくとともに，それぞれの点における∫2（yご）の勾配の絶対値は増加し
ていく。
（2）2期間循環から4期間循環へ，そして2η期間循環へ
　ωが3．4495を越えると2つの均衡点瓦および＆におけるノ2（yρの勾
配く一1となり，それらの2点と2期間循環は不安定になる。これはちょ
うど，点Eにおける∫（yJの勾配く一1となったとき，ノ2（yε）が45．線と点
Eの他の2点（瓦および＆）でも交わるようになって点Eが不安定にな
り，代わって2つの安定な均衡下瓦と易に分岐したのと同様の事態であ
る。oが3．4495を上回ると，ノ4（夕‘）が点画と＆のそれぞれの前後でも450
線と交差するようになり，点Elと易は不安定になってそれぞれ2個つつ
の安定点に分岐する。こうして，それぞれ2つの安定点の間の2期間循
環を包摂する形で，安定な4期間循環（極限循環）が生起することにな
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る（図3（b）参照）。さらにωが大きくなるにつれて同様の分岐が進行し
て，8期間，16期間，…　と，2〃期間循環が順次現れてくる。それぞれ
の循環には，期間のより短い2〃一1，2”　2，…　　，2期間循環が包摂され
ている（Ahmad（1991），p365；Baumol　and　Benhabib（1989），p。90）。
（3）3期間循環とカオス
　ωが3．5700を上回ると定常点は無限個になり，偶数期間の循環が無数
に存在するカオス領域に入るが，ωが3．6786になると，その中に最初の大
きな奇数期間の循環が現れる。ωの増加につれてその周期は減少（逆分
岐）していき，ω＝3．8284において「窓」が開き，遂に安定した3期間循
環が現れる。ここもカオス領域内にあるが，ここでは偶数・奇数のあら
ゆる期間の循環を含むカオス現象が生起している。それらはコンピュー
タによるシュミレーションによって描き出すことができない「観測不可
能なカオス」（長島・馬場（1992），pp．26－7，61参照）である（図6および
図7参照）。
　では，3期間循環はいかにして現れるのであろうか。この問題を解く
には，これまでと同様に，曲線y柵＝ノ3（ッ∂，つまり第と写像∫3（ッ」を考
えればよい。∫ωはッ亡の2次関数であるから，∫3（y‘）はy診の8次関数で
ある。これは原点から上昇して7つの山と谷を経て横軸の1に至る曲線
であり，したがってノ噸3軌）は四山型の曲線になる。図9（a）ではωがそ
れほど大きくないために，∫3（夕」は！（yJの非負の安定な均衡点Eにおい
て45．線と交わるのみである。ωの増加とともに∫3（夕f）の4つの頂点は上
昇し，3つの谷は下降していき，やがて図9（b）のように45．線と7回交
わるようになる（原点は除いて）。交点E以外の6つの交点によって，2
つの3期間循環が生み出されるが，その1つはアトラクターであり他は
りペラーである。
　こうしてω＝3．8284において安定した3期間循環（図4（a）参照）が
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現れてくるが，不安定な3期間循環もその他無数のカオス軌道とともに
併存している。コンピュータによって描き出されうるのは前者のみであ
るが，3期間循環の出現は，偶数・奇数のあらゆる周期の循環を含むカ
オスの発生を示しているのである。ωの増加につれて，奇数期間の循環は
安定なものと不安定なものが一対をなして現れては，消滅していく
（Baumol　and　Benhabib（1989＞，p．91，また詳しくは長島・馬場，　pp．61
－8参照）。
　5　カオスの性格
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　カオスの性格は次の4点に要約される（Day（1983），p．202）。すなわち，
（1）あらゆる周期の循環が存在する。（2）まったく周期性を有しない多様
なカオス軌道の入り交じった集合が存在し，この集合に属する軌道は，
いずれも相互に収束することはなく，離れては近づき，近づいては離れ
ることを無限に繰り返す。（3）いずれのカオス軌道も非周期的であり，い
かなる周軌道にも収束しない。（4）カオス軌道は高度に不安定であり，見
かけは高度に確率的で不規則に，まったく予測不可能であるかのように
変動する。
　以上のような性格を有するカオス現象は，確率項をもたない決定論的
な簡単な非線型差分方程式（＊1）によって生み出されてくる。その軌
道は一定の区間［0，1］上に留まっており（図5の正方形の中に閉じ込
められており），それから逸脱することはなく，あたかもアトラクターが
存在しているかのように思われる。そこでカオス軌道は「ストレンジ・
アトラクター（strange　attractor）」といわれる。
　鈍の時間経路がパラメータωの値に依存して変化しうることは，これ
までの考察から明らかである。ωの値が有限期間の極限循環を生起させ
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るようなものであれば，y‘の初期値がどのようなものであれ，最終的には
夕fは同一の極限循環を示すことになる。しかしすでに指摘したように，カ
オス領域では無数の不動点と循環が存在し，ωは・一・定でも，y亡の軌道は初
期値の僅かな差に対して極めて敏感に反応して変化する。図10（Creedy
and　Martin（1994），p，15，　Fig．2．5）にみられるように，　yごの初期値（0．
200と0．201）が僅かに異なるだけで，夕fの時間経路は初めのうちは大差な
いが，しばらくすると大きく異なってくるのである。このことは，銭の動
向の予測の信頼性が，初期条件に関する情報の精度に大きく依存するこ
とを意味している。そしてまた，予測期間が長期化するほど信頼性が薄
れることを示唆している。
　このようなカオスが生起するのはいかなる条件のもとにおいてであろ
うか。次にこの問題に進もう。
　6　カオスの十分条件：リー＝ヨークの定理
　ここでは，これまで用いてきた最も簡単な決定論的非線型差分方程式，
　　（＊1）y診＋1＝qyご（1－y≠）
に代えて，ラグは1期間であるが，より一般的な非線型差分方程式，
　　（＊1）’二yピ＋1ニ∫（y‘）
を考え，これによって決定されるッ‘の軌道がカオス形態になるのは，いか
なる条件のもとであるかをみる（例えば，Creedy　and　Martin（1994），p．
17参照）。
　すでにみたように，パラメータがある値（（＊1）の場合はω＝3．8284）
に達すると3期間循環が現れるが，これは偶数・奇数のあらゆる周期の
循環も併存するカオスの生起を意味する。したがって，カオス理論にと
って3期間循環を識別することは特に重要である。Li　and　Yorkeは，上
記の関数プが3期間循環を生み出すならばカオスを生起させうることを
証明した。この結果が，“Period　three　implies　chaos”という象徴的な
　58
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　カオス動学と経済動態分析
題名の論文（Li　and　Yorke（1975））として公刊された（リーニヨーク
の定理に関連する詳しい考察は長島・馬場（1992），2章，山口（1986），
pp．95－104を参照されたい）。
　では，カオス発生の十分条件を示したりー＝ヨークの定理についてみ
よう。まず・一般的な形で，ついでグラフによってみる。さて，区間ノ＝
［0，yり上で連続な関数八夕）について，この区間ノのいずれの夕（0≦y≦
夕りについても，求められる∫（夕）がこの区間上に存在するならば，∫は
区間ノ上で「閉じている（closed）」といわれる。（すでにみたように，一
山型の関数（＊1）は区間［0，1］上で連続かつ閉じた関数である。）
この区間の夕の初期値y。からの軌道が，2期間循環であればy。＝∫2（ツ。）と
なり，3期間循環であれば％＝∫3（yo）となる。そこで定理は次のように
述べられる（Day　and　Shafer（1985），pp．341－2；Day（1993），p．203）。
　定理（Li－Yorke）：関数∫は区間ノ＝［0，プ］上で連続かつ閉じてお
り，この区間ノのyアについて
　　（LYla）　ノ3（yプ）≦〆＜！（タノ）〈∫2（〆），あるいは
　　（LYlb）　〆3（タブ）≧〆〉〆（タノ）〉∫2（yつ
が成立するならば，
（i）あらゆる周期の循環カッ上に存在する，すなわち，y＝声（y）をあら
ゆる自然数π＝1，2，3，…に対して満足するη個の異なる周期解ッが存在
する（周期解夕とは，yを〆によってη回反復すると最初のyに戻るような
夕，すなわち夕＝∫”（ア）を満足する夕である），そしてまた，
（ii）ノは区間ノ上でカオス状態になる。
　ここで（LYla）あるいは（LYlb）の広義の不等号を等号にした，
　　（LY2a）　〆3（yつr〆〈ノ（yプ）〈ノ2（ッノ），あるいは
　　（LY2b）　ノ3（タノ）r〆〉∫（タブ）〉ノ2（yつ
を満足するy∫が区間ノに存在するならば，このタノは3周期解であり，
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（LYla）あるいは（LYlb）の条件を満たしている。3周期解が存在すれ
ば，あらゆる自然数ηを周期とする周期解が存在し，カオスとなる。
　リー＝ヨークの定理はカオスが生じうるための十分条件を示すもので
ある。すでにみたように，簡単な（＊1）の場合にはω＝3．5700のもとで
カオスが現れている。しかしながらこの定理が成立するのは，ω＞3．8284
についてのみである（A㎞ad（1991），p．369，　n8）。また他の十分条件も
諸学者によって与えられているが（文献はDay＆Shafer（1985），p．342
参照），当面問題とされるような経済分析のためには，この定理の方が理
解し易く便利である。以下ではこれに従うことにしよう。
　さて，カオス発生の十分条件を一般的な形で示したが，次にこれをグ
ラフによってみることにしよう（Ahmad（1991），PP。369－71参照）。関数
ノは図11のように一山型であり，右下がり部分が45．線と交わっているも
のとする。∫の最大値である曲線上の〃から出発すると，45線を利用し
て横軸上のy郷に至る。このy飛から曲線上の点が，そして45線を経て横軸
の夕Cに至るが，y‘はy魏の引解（y皿）である。頂点〃から後戻りすれば，
頂点〃に至らしめた横軸の野に到達する。〃の高さは野であるから，
野＝∫（yりである。これらをまとめれば，
卸＋1
ルf　　　　　45。4
ノ（y‘】 E
y∫　プy’　　y口
　　　（a》
y醒
yf＋1 M 45。尼
ノ（夕・1
?
プy∫　　　ン．
　　　　（b）
ア嗣　y’
図11
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　　（＊9）　ニソC＝∫（ニソ配）＝．〆’［ノ（ニソ掌）］＝ノぐ2（ツ・）
となる。ジから45線と曲線を経て後戻りすれば，ノ＝∫（y！）であること
がわかる。これを前式に代入すれば，
　　（＊10）プニ∫2［！（yつ］＝∫3（の
が得られる。ここでの関連で，定理の第1式（LYla）を再掲すれば，
　　（LYla）’yCr〆3（ッノ）≦〆＜！（yノ）＜∫2（yつ
であるが，図については，これは
　　（LYla）”yC≦夕∫＜夕孝くy蹴
となる。
　見られるように，図の（a）では上式のタノの右側の条件は満たされてい
るが，ゾの左側の条件は満たされていないから，リー＝ヨークの定理から
はカオスになるとはいえない。しかし図の（b）では上式が成立するから，
事態はカオスの発生である。
　カオスの十分条件としてのりー＝ヨークの定理を経済動態分析のモデ
ルに適用するには，図の（b）に示されているような3周期点y4あるい
は（LYla）もしくは（LYlb）を満足する〆を検出しさえずればよい。
いいかえれば，モデルのパラメータの値が，そのようなyノの存在を可能な
らしめるものかどうかを検討すればよい（Day（1983），p．203）。では次に，
経済動態分析へのカオス動学の適用例のいくつかを取り上げて考察する
ことにしよう。
IIカオス動学の経済動態分析への適用
　ここでは，これまでの代表的な経済動態分析モデルへのカオス動学の
適用例を考察する。対象とされるモデルは，古典派の人口と経済の長期
動態モデル，新古典派の経済成長モデル，およびケインズ派の実質国民
所得の動態モデルである。それらがカオス動学的に再構成されて，分析
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対象の諸変数の時間経路（軌道）がいかなるものとなりうるか，またリ
ー＝ヨークの定理の適用により，いかなる状況のもとでカオス的動態が
起こりうるかが解明されることになる。これらの研究の考察を通して，
経済動態分析にカオス動学を適用することの有用性が理解されるであろ
う。
　それらの研究の考察に進むに先立って，経済主体の行動や経済構造に
関するパラメータの上昇による，軌道の周期分岐からカオスに至る道程
をまず例証するために，現実的ではないが簡単な株式価格の動態モデル
（Peters（1991）；訳書（1994），Ch．1，　pp．8－11）を考察することから始め
よう。
　1　簡単な株式価格決定モデルによる例証
　時点’の株価を君とし，Pは1単位価格（ドル，ポンド，ドリームなど
何でも可）未満で推移しているとされる。株式市場には，この株式の取
引に加わる多数の買い手と売り手がおり，買い手は次期の株価を一定割
合αで上昇させる力をもち，売り手の圧力がなければ，君＋、＝娼となりう
る。これに対して売り手は，α君2だけ株価を引き下げる力を有するものと
すると，結局，
　　（1．1）君＋1＝αP，一ωP，2
　　　　　　　＝αP‘（1－Pf）
が成立する。（これは形式的には（＊1）と同一であるから，以上のカオ
ス理論がそのまま適用可能である。ここでは図7の周期分岐図参照。）
　さて，買い圧力が低くてαが小さいと，時間経過とともに株価はゼロに
向かう（図1の状況）。買い圧力が多少高くなってαがやや大きくなると，
株価は1つの適正価格に収束して，安定した状態が達成される（図2の
状況）。（α＝2で端＝0．3の場合，最終的に到達する適正価格は0．50にな
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る。）そしてαの上昇につれて，適正価格は上昇する。αが3を越えると，
適正価格が1つの状態は不安定になると同時に，2つの適正価格が成立
して，株価はそれらの間を変動する安定的な2周期循環となる（図3（a）
の状況）。このようなことが起こるのは，売り買いの圧力が均衡せず，高
い適正価格のもとでは買い圧力（娼）より売り圧力（一α疏2）の方が強
くなって株価を引き下げ，低い適正価格に達すると両者の力関係が逆転
して，株価を押し上げるからである。一方は売り手の売値，他方は買い
手の買値という，2つの適正価格が存在するのである。
　そしてαの上昇につれて，前者は低下し後者は上昇する。さらにαが上
昇すると2周期循環は不安定になると同時に，売り手と買い手の適正価
格はそれぞれ2つずつになり，合計4つの適正価格が成立して，株価は
それらの間を変動する安定的な4周期循環が現れる（図3（b）の状況）。
αの上昇とともに，適正価格の個数と安定的循環の周期はさらに23，24，
25，…　　と増加していく。
　αが3．57日越えると市場はカオス領域に突入し，無限個の適正価格が
成立可能となるため，適正価格がいかなるものであるかについて市場は
一致点を旧い出せずに混乱し，株価はみかけはランダムに無秩序である
かのように変動する。しかしさらにσが大きくなってσニ3．8284になる
と，この領域にウィンドウが開いて3つの適正価格が見い出され，安定
的な3周期循環が現れる（図4（a）の状況）。そしてαの上昇につれて，適正
価格の個数と安定的循環の周期は増加していき，市場は再びカオス状態
となる。ここでは偶数・奇数のあらゆる周期的かつ非周期的循環が混在
し，株価はきわめて不規則に，まったく予測不可能な形で変動する。
　以上のように，株式投資家たちの行動パラメータαの差によって，株価
は実にさまざまな動きをしうることが分かる。特にカオス領域における
値動きは，αは一定でも，株式取引の初値（初期条件）の微妙な差によっ
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て以後の動向は大きく影響されることになる。ここで取り上げたモデル
は，買い手による次期の株価上昇への圧力に対して売り手の圧力が受動
的に直接関連づけられている，というような点では非現実的である。し
かしこのように簡単な非線型モデルでも，現実の株式市場にみられるよ
うな複雑な株式の値動きを示しうることを知ることは有意義である。蜘
蛛の巣モデルとカオスについてより詳しくは，また，Homes（1991），
Chap．1を参照されたい。さらに例えば，市場交換モデルについては
Creedy　and　Martin（eds．）（1994），　Chap．12，為替レート変動モデルに
ついてはChap．6，そしてA。　Coumot型複占モデルについてはPuu
（1993），Chap．7など，ミクロ経済学のさまざまな分野においてカオス動
学分析がなされている。
　2　古典派の内生的人口・経済成長モデル
　ここではT．R．　Malthusの古典的な『人口論』に基づく，生活資糧の生
産と人口増加の動態モデルへのカオス動学の適用を考察する。さらにD．
Ricardoとも関連する古典派の経済発展分析の先駆的なモデル化は，
Samuelson（1948，　pp．296－8）やBaufno1（1970，　pp．266－8）によってなさ
れた（古典派の分析はBaumolによって「宏大な動学（magnificent
dynamics）」と名付けられて高く評価されている）。ここではそれをカオ
ス理論の適用が可能なように再構成したDay（1983）のモデルと，これ
を多少修正したA㎞ad（1991，　pp．3マ1－5）に従って，古典派の人口・経
済成長の動態分析へのカオス理論の適用例を考察することにする。
　内生的人ロ成長をも含む古典派成長理論は，最も単純化された形では，
（1＞労働（人口）による生産物を示す生産関数，（2）実質所得の決定式，
および（3）純人口増加率（出生率一死亡率）と実質所得（生活資糧）との
関係式，から構成される。労働人口は総人口Pの一定割合であるとする
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と，総生産9は生産関数
　　（2．1）　　Q＝Q（P）
によって決定される。これは，Q（0）＝0であり，　Qは連続的に変化し，
労働の限界生産力は逓減し，ある大きさのPのもとでマイナスとなる「一
山型」である，と想定される。Qは生存維持のために等しく配分されると
すれば，1人当たり実質所得（生活資糧）ωは
　　（2．2）　　釧リ＝Q（P）／1）
となる。
　人口の純増加率には2つの可能な率があり，1つは生活資料が豊富に
存在する場合の最大可能な生物的ないし自然的な率λであり，他は，生活
資料が乏しい場合に1人当たりの生存維持水準σを保持しうる限りの生
存維持的な率μであるが，実際の増加率は低い方の率になる，とされる。
すなわち人口の純増加率はω〉σであればλとなり，1世代後の人口は
君＋1＝（1＋λ）君となる。ここで1単位期間は1世代（25年）とされてい
る（Day（1983），p．205）。また，”〈σ’であればμとなり，1世代後の扶
養可能人口は君＋、＝（1＋μ）君となる。あるいは（2．2）よりz〃P＝Q（P）
であるから，丑＋1＝Q（、Pご）／σと表すこともできる。要約すれば
　　（2．3a）　」Pf＋1＝（1十λ）　君　for　zθ〉σ
　　（2．3b）　1『』＋1＝φ（1〕』）＝Q（君）／σ’　for　z〃＜σ
である。こうして，以下の分析の基本となる人口決定関数，
　　（2．4）　君＋1＝θ（R）＝min［（1十λ）R，　Q（君）／σ’］
が得られる。
　これは2つの部分からなる屈折したグラフ（Day（1983），　p．204，　Fig．1）
となるが，連続的で一山型のものである（図12参照）。図の45．線の左側の
半直線は（2．3a）を示し，曲線は（2．3b）を示している。君の実際の軌
道は両者のうち低い方によって制約される。自然増加率λが十分に大で
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初期人口がある程度大きければ，図の（b）のように，人口はもっぱら生
活資料に制約され，曲線（2．3b）と45．線によって決定される軌道を進む
ことになる。しかしλが適度な大きさのものであり，半直線（2．3a）が曲
線（2．3b）と意味ある領域で交わるならば，且＋1は交点の左側では半直線
（2．3a）に従い，右側では曲線（2．3b）に従うことになる。
　このように2つの制約条件が交互に有効となる状況のもとでは，経済
の歴史は2つの局面によって支配される。第1は人ロ増加が自然率λに
よって制約される「生物的局面（biological　phase）」であり，第2はそ
れが生存維持手段の制約を受けて，生存維持的な率μでしか増加しえな
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い「生存維持局面（subsistense　phase）」である（Day（1983，　p，205）。
図の（a）では，しばらくの間，生物的局面における単調な増加が続くが，
やがて生存維持局面に入って，最終的には定常人口に達する。ここでは
その人ロのもとで生産される1人当たり生産が，まさに1人当たりの生
存水準に一致している。図の（b）では，事態はもっぱら生存維持局面で
推移する。図の（c）と（d）では，人口のオーバーシュートが起こり，
過度の人口増加による飢餓の時代と，生活資糧に余裕の生じる豊饒な時
代とを交互に繰り返しつつ変動することになる。
　さて，図12の（b），（c），（d）のような場合に，カオスの事態に至るの
かどうか，すなわちリー＝ヨークの条件が成立するのかどうかは，図11
と比較することによって確かめられるであろう。
　θは一山型であるから達成可能な最大の．P規が存在し，それに導くPを
P＊（＜P加）とすれば，
　　（2．5）　P規二θ（P象）ニmin［（1十λ）P零，　Q（P＊）／σ］
　　　　　　　＝max　min［（1＋λ）P，　Q（P）／σ］
　　　　　　　　P≧0
である。また，θ（P）＝Pホの最小根をPノとすると，リー＝ヨークのカオ
ス定理（LYla）”が満たされるのは，
　　（2。6）　　0くθ（P配）≦1）ノ＜P＊くP加
が成立する場合である。
　この式の第2の不等式は
　　（2．7）　　Q（P加）≦σチ）∫
を意味しているが，これは生産量が人口P／を生存維持水準のもとで扶養
するのに必要な量以下であることを示している。もしもこのような事態
になれば，カオスとなるのである。
　ところで，（2．4）の性格から2つの局面があるために，いくつかの振
動形態がありうる。これらを明確にするために，生物的制約を排除した
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場合に実現可能な最大人口に導く元人口P纏が，
　　（2．8）θ（P“つ＝maxQ（P）／σ
　　　　　　　　　　P＞0
として定義される。もちろん，P事≧P纏である。そして人口の自然増加
率と生産関数のパラメータの値に依存して起こりうる，3つの場合が識
別される。すなわち，
ケース1：P乙P寧，およびP解のすべてが生存維持局面に存在する。
ケースII：Pノは生物的局面に存在し，　P印とP窮は生存維持局面に存在す
る。
ケースm：PろPホ，および．P配は生物的条件によって現れてくるが，、P隅
は同時に生存維持局面に存在する。
　ケース1では，図12（b）のように，人口の自然増加率が非常に大きい
のでリー＝ヨークの条件は
　　（2．9）　0≦Q（P叛）／σ≦Pノ＜P轟く」P魏＝Q（P榊）／σ
となる。ここでQ（Pつ＝σP林である。ケースIIでは，図の（C）のように，
P寧＝P紳，Pノ＝P纏／（1＋λ）となる。したがってカオスの十分条件は，
　　（2．10）　0≦［（1十λ）／σ］　Q［Q（P亭串）／σ］≦P喰噸＜Q（P廓つ／σ
となる。ケースIIIでは，図の（d）あように，人口の自然増加率はその他
の事情が等しければケース1およびIIよりも小である。したがって人口
P乙P8，およびQ（P蹴）／σは，生物的局面に存在するように強制される
のである。そこで，P・＞P榊，およびP侮二（1＋λ）P申＝ノ（Pつ／σとな
る。これらのことと（2．7），およびPノ＝P寧／（1十λ）とから，ケースIII
では人口のオーバーシュートが起こると，カオスの十分条件は
　　（2．11）　　0≦Q（Pπ）／Pπ≦σ／（1十λ）2
となる。これが示していることは，可能な最大人口のもとでの1人当た
りの生産量はプラスであるが，1人当たりの生存維持水準σ’の（1＋λ）2分
の1以下であり，もしそのような事態になればカオス状態になる，とい
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うことである。
　ここで以上のモデルのシミュレーションを行うために，生産関数（2．
1）が
　　（2．1a）　　Q（P）＝！1Pβ（1－P）γ
として特定化される。、4Pβは通常の生産関数と同じであるが，（1－P）γは
人口の生産性に対する抑圧効果を考慮するための工夫である。（いうまで
もなく，β＝γ＝1であれば上式は簡単なカオス方程式（＊1）と同形式
になる。）すると人口決定関数（2．4）は，
　　（2．4a）　Pl＋1ニθ（君）＝min［（1十λ）君，、4Plβ（1一君）γ／σ］
となる。
　まず簡単化のために，β＝1とされ，γはきわめて小さいとされる。こ
れは，Pが大きく（例えば1に近く）なるまでは生産性への抑圧効果が作
用しないことを意味している。自然成長率の制約がなければ，（2．4a）の
最大値は
　　（2．12）　P配＝［（〆1／σ）／（1一十一γ）β］／［γ／（1十γ）］γ
となるが，これは
　　（2．13）　P＊＊ニ1／（1十γ）
のもとで達成される。したがってγが小さいほど人口のオーバーシュー
トは大きくなり，P林を超えるや現れる人ロの減少は急激なものとなる。
　ここでケースmが起こると想定すると，カオスの十分条件は
　　（2．14）孟［（1＋・）（（1云λ））晦一・］γ≦（1辛、）、
となる。Day（p．208，　Fig．2）はこの条件を満たすパラメータの値，σ＝β＝
1，γ＝0．25，λ＝0．75γ，み＝（1＋λ）［（1＋γ）／γ］γ，島＝0．10を用い
て，（2．4a）によって決定されるP‘の時間経路を描いている（図13参照）。
見られるように，自然増加率によって制約される生物的局面の人口増加
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の後に，比較的小さな変動が続くが，やがて大きく変動するようになる。
その間に定常状態と思われる期間も現れるが，事態は不規則的なカオス
を示している。
　3　新古典派の経済成長モデルと不規則循環的成長
　いわゆる新古典派成長モデルの出発点となった画期的なSolow
（1956）のモデルでは，伸縮的な価格体系，資本と労働の円滑な代替関係
による1次同次生産関数，および所得分配の限界生産力理論に基づいて，
長期均衡成長経路の安定性が立証された。しかし現実には長期均衡成長
経路からの逸脱もあり，その場合には均衡経路への円滑な収束ではなく，
循環的変動を通しての収束であろうし，またこの過程で均衡経路自体が
影響を受けて変化するかもしれない。その後，Solow（1988）もこの点を
重視して，循環的変動と均衡成長との関連を考慮した上での経済変動の
分析の必要を示唆してもいる。それにしても，不規則でカオス的と思わ
れる変動を伴いつつ成長していく現実の経済動態は，いかに分析すべき
であろうか。　　　　1
　近年，この分野の経済分析にもカオス動学が適用されて，Solow型の
　70
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　カオス動学と経済動態分析
完全な決定論的成長モデルにおいても，現実にみられるような成長過程
が生起しうることが，Day（1982）によって示された。ここではDayに
よってカオス動学的に修正されたSolowモデルについて考察しよう（な
お，A㎞ad（1991），pp，775－8も参照）。
　まず総生産Qは資本κと労働しにより，生産関数Q＝F（1（，L）によっ
て決定される。これはKと五に関して1次同次（規模に関して収穫不変）
であるとされるから，Q／κ＝g，　K／L＝んとすれば，σ＝∫（ん）となる。
ここでDayは1期間の生産ラグを想定して，
　　（3．1）　　（～‘＋1＝ノ「（々亡）
としている。貯蓄率sは所得，資産，および利子率に依存するが，実質利
子率（ないし利潤率）7はγ＝∫’㈲であるから，結局々のみに依存するこ
とになり，s＝s（々）とされる。したがって1人当たり貯蓄は
　　（3．2）　sg‘＋1＝s（んf）ノ（ん¢）
となり，総貯蓄はε（々ご）〆（島）ムとなる。また，Lは一定率λで増加する
とされるから，
　　（3．3）ム＝（1＋λ）％，すなわちLオ＋、＝（1＋λ）L亡
となる。
　Dayは以上から，　Solowの資本蓄積過程に関する基本的な微分方程
式，ん＝S（々）∫（々）一λ々を，差分方程式の形式に修正して，
　　（3．4）　々‘＋1＝s（島）∫（島）／（1十λ）
としている。（ただしSolowでは，　s㈲＝s（定数）とされている。）Solow
型のモデルでは，（3．4）において麗＝々一二島となりうる定常状態が存在
し，そのもとで資本蓄積と人口増加の均斉的な均衡成長が可能であると
された。しかしながら，資本・労働の生産性，貯蓄行動，労働増加率な
どの差によって，さまざまな形態の循環的成長が起こりうることを，Day
は（3．4）にカオス理論を適用して示している。
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　さて・，最大可能な資本・労働比率を静として，（3．4）により，炉＝s（ゲ）
ノ（々串）／（1＋λ）となりうるが（＜々励）が存在するものとされる。また，
∫㈲ノ㈲／（1十λ）ニがの最小根が々∫とされる。そしてこの場合のリ
ー＝ヨークの十分条件（LYla）の図解式（LYla）”として，
　　（3．5）　s（ん況）ノ（々況）／（1十λ）≦」をノ＜々象く々窺
が導出された。次に生産関数や貯蓄関数を特定化した例を用いて，鳥の
動向が吟味される。
A：コプ＝ダグラス生産関数と一定貯蓄率
　まず生産関数は，Cobb－Douglas型の
　　（3．1a）σ，＋1＝ノ（々f）＝、肋，β
であるとされる。貯蓄率は定数で，
　　（3．2a）s（たf）＝s
であるとされ，したがって（3．4）は
　　（3．4a）　　々‘＋1＝sA海～／（1十λ）
となる。0＜βであれば，右辺は一様に単調に増加する。したがって，資
本・労働比率の定常値麗＝［＆4／（1＋λ）］M1つ）のもとでの均斉成長経路
に，すべてのん‘の軌道は収束する（図2（a）において，勾配は逓減するが
反転しない曲線を想定すればよい）。
B：コブ＝ダグラス生産関数と可変的貯蓄率
　生産関数は同じく（3．1a）であるが，1人当たり貯蓄は資産々に比例し，
実質利子率γの上昇とともに増加するものとされる。そして7が低すぎる
と，貯蓄は資本維持のためには不十分となって資本が消費されると想定
される。こうして貯蓄関数は，
　　（3．2b）　s（々，7）∫（々）＝己z［1一　（δ／γ）］々
として設定されている。このような想定がなされるのは，カオスの生起
を可能ならしめる動学方程式を導出するためである。
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　さて，ノ’（々）＝βズ（々）／々はγに等しいから，（3．2b）は，
　　（3．2c）s（ん）プ（ん）＝α［1一（わ／耐（ん））ん］海
となる。以上より，（3．4）に代わる
　　（3．4b）　々f＋1＝［ごz／（1十λ）］　島［1一（δ／β∠L）たピ（1一β）］
の差分方程式が導出される。
が々e々剛
　この式は区域［0，（舶／∂）1’（1一β｝］における図14（Day（1982），　p．410，
Fig．3）のような一山型の曲線である。その勾配は
　　∂為＋1／o砺＝［α／（1＋λ）］　［1一（6／β4）（2一β）々f（1一β）］
であり，島の増加につれて逓減する。そして々‘＝がにおいて々枳は最大の
解となる。すなわち々初＝∫（が）であり，
　　（3．6）　々宰＝［β4／∂（2一β）］1’（1つ）
　　（3．7）　々鎚＝［σ／（1十λ）］［（1一β）／（2一β）コ［βA／∂（2一β）］1’（1一β）
である。いま生産関数と貯蓄パラメータ∂を一定とすれば，がは不変であ
るが，解は貯蓄係数αの上昇につれて増加する。
　したがってここでも貯蓄パラメータσが連続的に増加していくにつれ
て，この曲線は上方に伸張していく。αが十分に小さければ，図の（a）
のように頂点は450線の下方に存在し，安定な正の均衡点ゲが存在する。
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これはアトラクターであり，々の初期状態がいかなるものであっても々‘は
それに単調に収束する。αが増加して頂点が45．線に達すると，単調に収束
する安定な均衡点は解＝々π＝がとなる。これは1つの分岐点であり，αが
さらに増加すると図の（b）のように頂点は45．線の上側に出て，がく解く
炉となり，んfは循環しつつがに収束する。αの増加とともに一連の周期分
岐が進行して，カオスの十分条件（3．5）が満たされると島の軌道はカオ
ス状態になる。
C：資本・労働比率上昇への制約
　前例では，カオス的な資本蓄積循環を生起させるような，生産技術や
貯蓄行動のパラメータの値が存在しうることが示された。ここでは，生
産関数と貯蓄関数はまず一般的な（3．1）と（3．2）が想定される。そし
て労働に対する資本の代替には最大可能な制約率ρがあるものと想定し
て，さらに分析が進められる。この場合には（3．4）に代わって，
　　（3．4c）　々ご＋1＝min［（1十ρ）島，　s（んf）ノ（ω］／（1十λ）
によって資本蓄積経路が示される。ここでのs（局は，資本・労働の代替
関係に制約がない場合の貯蓄率であり，s（たf）ノ（島）／（1十λ）は同様に
制約がない場合の々閉を決定する。（なお，A㎞ad（1991，　pp．376－378）は，
（3．4c）に生産関数（3．1a）と貯蓄関数（3．2b）を代入した式（Ahmad，
eq（27’））を初めから用いて分析している。）
　そしてここでは，（3．4c）の最大値を与える資本・労働比率がホが，（3．
4）を最大化する資本・労働比率と少なくとも同じ大きさになる最も単純
な事態について考察される。この場合の々榊は，
　　（3．8）　（1十ρ）　々＝∫（々）ノ（々）
を満足する最大のたである（解が存在するものとする）。
　さて，静＝［（1十ρ）／（1十λ）］々紳であり，また々帥二［（1＋ρ）／（1十
λ）］んノであるから，ρ〉λである限りがくが寧く解が成立する。ρ〉λであ
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るものとすると，カオスの十分条件（3．5）は’
　　（3．5c）　　0≦s（ん解）∫（ん配〉／（1十λ）
　　　　　　　≦［（1十λ）／（1十ρ）］2々魏＝々∫
となる。ここで々η＝［（1＋ρ）／（1＋λ）］が＊である。
　Dayはここで，生産関数（3．1a）と貯蓄関数（3．2b）を用いて，（3．5
c）を
　　（3．5c）’　0≦α［A（ん鯉）（β『1）一（6／β）］／（1十λ）
　　　　　　　≦［（1十λ）／（1十ρ）］2
として示している。ここで
・　 U（1＋’農＋λ）＋毒］1／1β→
である。
　ここで例示されたモデル（3．4c）において，カオス条件（3．5c）’を満た
すパラメータの値，ρ＝0．4143，σ＝5．25，∂／A＝2，β＝5，および々（0）＝
0．72068を用いて算出された，GNPfの成長と循環的変動のグラフが掲示
されているので（p．407，F量gure　1），ここにそれを示しておこう（図15）。
見られるように，比較的急速な成長の後に循環的変動が起こり，その後
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再びかなりの期間（約25期）にわたる円滑な成長期が現れる。そしてま
た長期に及ぶ循環的成長の後に，ほぼ恒常的成長に近い状態が現れ始め
ている。このシミュレーションによって示されているように，将来の動
向は，過去の類型一類似した経験と思われる状況一からは予想しえ
ない。見かけ上の構造的変化や予測もしえない出来事は，不規則的衝撃
を考えることなく，確定的な単一方程式モデルによって説明しうるので
ある。ただし注意すべきことは，このようなカオス的軌道は非常に不安
定であり，パラメータや初期条件の僅かな推計誤差や，利用するコンピ
ュー ^の差によっても，得られる結果が大きな影響を受けることである。
誤差は誤差を生み，急速に大きくなっていくから，短期の予測よりも長
期の予測の方が困難になるのである。
　4　ケインズ派の貨幣的生産経済モデル
　ここではJ．M．　KeynesのL般理論』以来の貨幣的生産経済モデルの
枠内で，誘発投資および消費のラグと不変価格（不完全雇用下での）を
前提とする決定論的マクロ・モデルから，いかにカオス的状況が現れて
くるかを示す，Day＆Shafer（1985）の分析を考察する。
　まず貨幣的部門が考えられ，｝7を不変価格表示の国民所得，7を利子
率，Mを貨幣供給（パラメータ）として，貨幣需要はD飛（7，　y）により，
貨幣供給はSπ（γ，y；〃）により，そして貨幣の需給均衡はD加（7，　y）＝
S靴γ，y：M）によって示される。この最後の式によって周知のL〃曲
線が定義され，貨幣市場均衡をもたらす利子率をy『とルfの関数として示
?
　　（4．1）　　γ＝L（｝7；」M）
が与えられる。
　実物的部門は，消費関数。＝c（7，y）と誘発投資関数1＝∫（7，γ）
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によって構成され，また自生的な投資と消費はパラメ’一タAによって示
される。消費関数と誘発投資関数のそれぞれに（4．1）を代入して，消費・
所得（cy）関数として
　　（4．2）　　G（｝7；〃）＝C［1，　（｝7；ノレf），　y］
が，投資・所得（1y）関数として
　　（4．3）　　H（yF；ル1）＝1’［五（y；ノレf），　｝7］
が得られる。以下の分析では，通例のβ一LM関数に代えて，これらの2
式が基本的な要素として用いられることになる。（想起すべきことは，貨
馳幣的市場の均衡を示す五M関数は（4．2）および（4．3）を得るために用い
られていることである。）
　さて，経常消費と誘発投資はラグを伴って国民所得に依存するものと
され，総需要関数θが
　　（4．4）　｝㌃＋1＝θ（y｝；μ，　ル1，／1）
　　　　　　　　＝G（y｝；ル1）十μH（｝～；ルの十！1
として構成される。ここで，μ≧0は誘発投資の強度を示すパラメータで
あるとされる。この差分方程式のθ（・）は区間ノ＝［0，y〃］上で連続
で閉じているが，これが呂の非循環的なカオス的変動を生み出しうるた
めの十分条件（リー＝ヨーク定理）は，（LYla）あるいは（LYlb）より，
　　（4．5a）　θ3（yつ≦yノ〈θ（yつくθ2（yつ；あるいは
　　（4．5b）　　θ3（yノ）≧yノ〉θ（yノ）〉θ2（yノ）
を満足するy∫が存在することである。
仮定と命題：
　リー＝ヨークの定理（4．5）を適用しうるように，ここでCy関数と1y
関数について，まず厳密な仮定がおかれ，続く分析の結果が命題として
与えられる（pp．342－5）。
仮定1：消費G（γ）は国民所得の連続的で上方傾斜の関数であり，線型
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　77
消費関数oy（o＜6〈1）によって下側から，　yによって上側から境界づけ
られている。またG（0）ニ0である。
　この仮定1は，C（7，γ）が例えば通例の線型のoyであれば満たされ
る。また，通常考えられている種類の投資関数を網羅しうるように，2
つのケースに区分されて仮定がなされる。
仮定2．1：誘発投資H（y）はyの非負の連続的な非増加関数で，yがH
（yd）ニ0と定義される臨界値｝7dに近づくにつれて，最終的にはゼロに
近づくかゼロになる。
仮定2．2：誘発投資H（y）はyの非負で連続的に増加してから減少する
関数で，yがH（｝74）＝0と定義される臨界値y4に近づくにつれて，ゼ
ロに近づくかゼロになる。
　第1のケースは，投資に対する正の直接的な所得効果が存在しないか，
そのような効果が貨幣市場の均衡化とともに上昇する利子率の抑圧効果
によって圧倒される場合である。第2のケースは，初めは投資に対する
強力で直接的な所得効果が存在するが，増加していく所得のもたらす利
子率効果によって結局それも圧倒される場合である。
　まず仮定1と仮定2．1のもとでの分析がなされる。μ＝0であると誘発
投資は行われず，θ（yりく｝翔であれば単一の安定な定常値が存在し，自
生的消費ないし投資且＞0であればそれは正である。そしてyロは労働の
完全雇用もしくは資本の完全能力利用のもとでの所得のいずれか小さな
方になる。μが正ではあるが小であれば，総需要はやや変動するが事態は
あまり変わらない。μが十分に大になると，誘発投資が重要になる。μが
大きくなるにつれて，誘発投資はyがydに近づくとともにますます急
速に減少するようになる。したがって総需要の動向は図16（Day＆
Shafer，　p．344，　Fig．16．1）にみられるように，μの大きさに依存して変化す
る。すなわちそれは，μの増大につれて「釣り針型」（図16の（a））か，
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「引き延ばされたZ型」（図の（b）と（c））かになる。いずれの場合も｝7零
に対して局所的最小のγmlnとなり，後の場合はy「率に対して局所的最大
のymaxが達成される。
　まず最初の「釣り針型」の場合が検討される。1個の定常値γ2（45．線
との交点）が存在するが，これには2つのケースがある。（i）安定で，
γ串≦y2であるか，（ii）｝7＊＞Yεで，μが十分大きく
　　（4．6）　θ（ymln）≧maxθ一1（｝7＊）
となるか，である。maxθ一1（Yホ）ニ｝7ノとすると，
　　（4．7）　　θ（y『mln）≧｝7『ノ＞y＊〉｝／min
となる。｝7』θ（yつ，ymin＝θ（y＊）＝θ2（y’り，およびθ（ym且n）＝θ3
（yFつであるから，θ（ymln）〈｝惣となりうるμが存在すればカオスの十分
条件（4．5b）が満たされることになる。
　ついで「引き延ばされたZ型」の場合の検討がなされる。この場合に
も1つの定常値yθが存在する。y零〉｝7θであれば，μが十分大きくて（4．
6）が成立しうるか，あるいは
　　（4．8）　θ（ymax）≦minθ『1（y零＊）
となる。minθ一1（y＊＊）＝yノとすると，
　　（4．9）　　θ（ymax）≦yノ＜｝7＊＊〈｝7max
となる。P』θ（｝7つ，　ymax＝θ（y零＊）＝θ2（yつ，およびθ（ymax）＝
θ3（｝7つであるから，（4．8）もしくは（4．9）を成立させうるμの中にymax〈
yμならしめるものがあれば，カオスの十分条件（4．5a）を満たすことに
なる。なお，注意すべきことは，yθ，　y＊，　ymin，　y牌，　yma産はすべて
μに依存することである。
　以上を要約した次の命題が与えられる。
命題1：仮定1および仮定2．1のもとで，｝7参（μ）〉｝zε（μ）を成立させる
十分大きなμが存在するものとする。すると（4．5a）もしくは（4．5b）を
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満足するyノが存在する。もし後者のyγとθ（ymIn）＜γ麗が成立するか，
前者の｝ヴとγm脳くy”が成立すれば，総所得，投資，消費，貯蓄，雇用，
および利子率の動学的軌道はカオスになる。
　ついで仮定1と仮定2．2のもとで，さらに一般的な場合の分析がなされ
る。すなわち誘発投資は所得の増加によって促進されるが，それも貨幣
的効果（利子率の上昇）によって結局「クラウド・アウト」されてしま
う場合である。ここではμが十分に大で「引き延ばされたZ型」の場合に
なる。図の（b）と（c）のような事態に加えて，（d）のように3つの交
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点が現れる事態もありうる。yの最小の定常点は安定であるが，μが十分
に大であれば他の2つは不安定になる。この状況のもとでは，中間の定
常値｝掬を初期値が越える場合にのみ変動が起こりうるが，それが持続す
るのはyz＜yminとなる場合に限られる。注意すべき点は，｝7mm（μ〆）＞
yz（μ’）．ならしめるようなμ’が存在するならば，すべてのμ〉μ’に対し
てymln（μ）〉｝7z（μ’）となることである。こうして次の命題が与えられ
る。
命題2：仮定1および仮定2．2に加えて，μが十分大きくてy＊が存在し，
y＊（μ）＞yε（μ）となりうるμが存在すると仮定する。もし単一の定常状
態があるならば命題1が妥当する。もし3つの定常状態があり，y＊
（μ）＞yε（μ）およびy耐n（μ’）〉｝々（〆）となりうるμおよびμ’が存在す
るならば，（4．5a）もしくは（4．5b）を満足するy∫が存在する。もしy侃ax
（μ）くyF〃であれば，総所得，消費，雇用，および利子の動向はカオスと
なる。
　これまでの一般的なモデルを特定化して例証するために，次に純粋な
KeynesianモデルおよびKaldor型投資関数を採用するモデルとカオス
の関連が分析される（pp．345－8）。ここでそれを考察しよう。
A：純粋ケインズ派モデル
　ここでは一般的な総需要関数（4．4）の要素，消費関数（4．2）と投資
関数（4．3）が特定化されるが，そのためにまず貨幣経済面のL〃曲線が
設定される。貨幣に対する取引（および予備的）需要は，貨幣の取引速
度を々とすれば，ル11＝々yとなる。また投機的動機による貨幣需要は，流
動性選好関数，超＝ゐ（7），7≧7喉≧0，によって決定されるが，これは
一様に下降し，7≧〆について逆関数7＝L－1（溜2）が成立する。いうま
でもなく，流動性の罠は，γが低下して〆に近づくにつれて五（7）が無限
大になること，すなわち処がゼロに近づくにつれて五一1（偽）が無限大
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になることを意味している。こうしてL〃曲線の方程式は，
　（4．1a）　　7・＝・L－1（〃一んy），　0≦｝7≦ル1／々
と変形される。これはyの一様な増加関数であり，yが〃／々に近づくに
つれて取引（および予備的）需要〃、が増加して，7は限りなく上昇してい
く。したがってyd＝〃／々によってyの上限が設定される。
　消費関数は
　（4．2a）　　G（y）＝6y，　　　0＜6＜1
とされる。また誘発投資はyには直接依存せず，γのみの減少関数1＝1
（7）であるとされ，投資関数は（4．1a）を代入して
　（4．3a）　　、厚（y）＝1［1，一1（〃一々】♂）］
によって与えられる。
　このモデルでは仮定1と仮定2．1が成立するから，〃／んが十分に大き
ければ命題1が妥当し，カオスが発生しうる。
B：カルダー型投資関数モデル
　ここでは投資関数としてKaldor型のものが用いられるが，流動性選
好関数も特定化されて，偽＝レ／（　串γ一7），7≧〆とされる。したがって
Lル1曲線の方程式は
　（4．1b）　　γ＝7皐十り／（ル1一々y），　　y≦ル1／々
となる。消費関数は前と同じであるが，投資関数については，7のみに依
存するのでなく，低水準のyは誘発投資を抑制し，高水準のyはそれを
刺激するような形のものとされ，
　　　　　庶y）一｛瓢ラニのら。＜。〈〆
として設定される。これに（4．1b）を代入して，
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　（4．3b）　H（y）＝
　　　　・・［∫（7”一γ＊）（M一々｝7　　　　M一んy）『レ］lo≦y≦雌一々（≠〆）　　　｛＿論≦y
とされる。
　このモデルでは，仮定1と仮定2．2が成立するから命題2が妥当し，カ
オスが発生しうる。カオス条件を満たす数値例によって描かれたグラフ
があるので掲載しておこう。図17（p348，　Fig．16．2）の（a）には誘発投
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資の強度パラメータμの値に応じる3本の投資関数μHが，（b）にはそ
れらに消費関数を加えた，対応する総需要曲線が示されている。そして
（c）にはμが十分に大きくて命題2が成立する場合の総需要曲線が描か
れ，（d）にはそのカオス軌道の1例が示されている。この軌道は結局4
周期循環に落ち着くかのように見える。しかしその循環を5回繰り返し
てから，それから離れることが分かる。既述（1の5）のように，カオ
ス軌道はなんらかの周期の循環に近い動向をしばらく示してから離れ，
また他の周期の循環に近づいては離れることをランダムな仕方で無限に
繰り返していくのである。
III結論的覚書
　以上において考察してきた諸モデルについて例示されたカオス軌道
（図13，図15，図17（d））は，特定の値のパラメータと変数の初期値に
ついて，特定のコンピュータによって描き出されたものであった。これ
らの条件のいずれが僅かに変わっても，描き出される軌道は敏感に反応
して変化する。したがって，かりに現実の経済行動や構造を動学モデル
によって精確に表しえたとしても，コンピュータによって描き出される
軌道は「真の軌道」を示すことにはならないのである。しかしそれでも
なお，実際に観察されるような高度に不規則で予測し難いカオス的変動
が，経済行動や構造が不変のもとで，外生的な衝撃もないのに，生起し
うることを明らかにすることができるという利点はある。
　しかし想起すべき点は，カオスが生起しうるのは特定の条件のもとで
あることである。まずは問題の非線型差分方程式が一山型の曲線になる
ことであるが，考察した諸モデルから明らかなように，そのためには仮
定や工夫が必要とされる。それからリー＝ヨークの条件が満たされるこ
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とである。とはいえ，これらの条件は，一般的にはより緩やかなものに
なる。すなわちリー＝ヨークの条件は（＊1）についてはω＞3．8…とな
ることを必要とするが，実際にはその条件が満たされなくても，ωが3．57
を超えるとカオスが生起することはすでに考察した。（想起されるよう
に，リー＝ヨークの条件は十分条件であって必要条件ではない。）さらに，
カオスの生起は1階の非線型定心方程式に限られず，より高階の三差方
程式あるいは連立定差方程式体系において，より緩い条件のもとで可能
である（Ahmad（1991），　p，379；Baumol　and　Benhabib（1989），　Dana
and　Malgrange（1984）参照）。そしてまた非線型微分方程式によっても
カオスは生起しうる（Day（1982），　p．413；また分析については，例えば
Tu（1992），Chap．10参照。また，カオスや他の重要な諸問題も含めた，
非線型微分方程式系に関する包括的な考察には，大和瀬（1987）参照）。
したがってカオス発生装置としての経済面学モデルの構築とそれによる
経済動態の分析の可能性には，幅広いものがあるといえよう。
　本論で取り上げて考察した，あるいは指摘した諸モデルは，これまで
に提示された代表的な経済動態分析モデルのカオス動学的な再構成であ
った。カオス理論が経済学の分野に導入され始めた頃には，確かにその
ような形の応用研究が多かったようであるが，しかし当初から経済の動
態分析のためにカオス動学の適用を試みた諸研究がなかったわけではな
い。その1例は，「ボウモル脳病モデル」の一環として，諸企業の研究開
発とマクロ経済の生産性上昇との相互依存関連をフィードバック・モデ
ルとして構成し，これにカオス動学を適用して分析したBaumol　and
Wolff（1992）．である（これについては，拙稿（1994）参照）。またその
他の諸氏については，例えばBenhabib（ed．）（1992）に収録の諸論文を参
照されたい。
　さて，分岐分析によって，経済主体の行動ないし経済体系の構造を規
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定するパラメータの変化による分岐点の出現と，その点以後の新しい行
動や構造のもとでの経済動態が分析される。しかし経済主体の行動や経
済体系の構造は一定不変のものではなく，時代とともに変化しうるし，
この変化は自生的というよりは，むしろ一定の行動や構造のもとで生起
する経済動態によって影響を受けて変化するであろう。すなわち，パラ
メータはそのもとでの経済動向を決定づけるとともに，この動向の影響
を受けて変化し，そしてまた経済動向を決定するというように，両者の
間には相互依存の関係があるであろう。ここに，カオス動学の経済動態
分析への単なる適用ということに留まらず，カオス動学と経済動態分析
の結節点が見い出されるであろう。
　筆者は30年以上前に，経済変動過程の中での経済主体，特に企業の投
資行動パターンの変化の可能性に着目して，極限循環モデルた投資の長
期的成長と不可逆的消費関数を結び付けたKaldor型循環的成長モデル
と，長期均衡への循環的収束を示すKalecki型モデルを結合し，もって
現実にみられるような経済動態を説明しようと試みたことがある。その
後この着想は，2つの型の経済成長率循環一一方は極限循環型で，他
方は減衰循環型一を，やはり経済変動過程での経済主体の行動パター
ンの変化を通して結合しようとする試みに発展した（拙稿（1978）およ
び（1992））。今後に残された課題は，これらの経済動態分析モデルを，
できればカオス動学的に再構成して分析を試みることである。
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